
  

3-ЛЕКЦИЯ. Туынды бойынша шешілмеген теңдеулер 

 

Лекция мақсаты: Параметр енгізу әдісімен таныстыру. 

Негізгі сөздер:   Параметр, ерекше шешім, жалпы интеграл 

Қысқаша мазмұны 

Туынды бойынша шешілмеген теңдеулер 

5.1. Туынды бойынша шешілмеген теңдеулердің жалпы түрін мынандай өрнекпен 

жазуға болады: 

0)y,y,x(F /       (1) 

мұндағы, F – кейбір 3RG   облысында анықталған үздіксіз функция. 

Анықтама-1. b,a  аралығында анықталған )x(y   функциясы (1) теңдеудің шешімі 

деп аталады, егер мынандай үш шарт орындалса: 

1) )(x  функциясы b,a  аралығының барлық нүктесінде дифференциалданатын болса, 

2)  b,ax,G))x(),x(,x(   

3)  b,ax,0))x(),x(,x(F '  

Туынды бойынша шешілген теңдеу сияқты, туынды бойынша шешілмеген теңдеу де ХОУ 

жазықтығында бағыттар өрісін айқындайды. Бірақ, бұл өріс жалғыз болмауы мүмкін. 

Себебі, (1) теңдеуді у бойынша шешкенде оның бірнеше түбірлері болуы мүмкін: 

)y,x(ifiy  . Жалпы жағдайда, (1) теңдеуді у бойынша шешу мүмкін бола бермейді. Бірақ, 

басқа айнымалылары бойынша шешілуі мүмкін. Мұндай жағдайда параметр енгізу әдісін 

қолданады. 

Айталық, (1) теңдеу у бойынша шешілген делік: )y,x(fy  . Бұл жағдайда py   

параметрін енгізу арқылы 

)p,x(fy         (2) 

теңдеуін аламыз. Осы қатынастан толық дифференциал алып, алмастырудағы pdxdy   

байланысын ескерсек, онда мынандай теңдеу аламыз: 

dp
p

)p,x(f
dx

x

)p,x(f
pdx









      (3) 

немесе  

0dp)p,x(Ndx)p,x(M        (4) 

Бұл теңдеу бұрын қарастырылған теңдеулердің қатарына жатады. Егер оның )C,p,x(  

жалпы интегралы белгілі болса, онда  









)p,x(fy

0)C,p,x(
      (5) 

түріндегі қатынастары (1) теңдеудің интегралдық қисығын анықтайды. 

Дәл осы сияқты, (1) теңдеу x  бойынша шешілген болса: )y,y(fx  , онда py   

параметрін енгізіп, толық дифференциал алатын болсақ: 

dp
p

)p,y(f
dy

y

)p,y(f

p

dy









      (6) 

теңдеуін аламыз. Бұл теңдеу де симметриялы түрге келтіріледі: 

0dp)p,y(Ndy)p,y(M          (7) 

Егер соңғы теңдеудің )C,p(y   шешімі белгілі болса, онда 









)p,y(fx

)C,p(y 
        (8) 

қатынастары (1) теңдеудің жалпы шешімінің параметрлік түрін береді. 

 



5.2. Параметр енгізу әдісінің ерекшелігін байқау үшін Лагранж теңдеуін қарастырайық: 

)y()y(xy          (9) 

Бұл теңдеуге py  ( pdxdy  ) алмастыруын жасап, толық дифференциалын табайық; 

dp)p(dp)p(xdx)p(pdxdy   . 

Осыдан 

    0dp)p()p(xdx)p(p      

немесе :)0)p(p(   

)p(p

)p(
x

)p(p

)p(

dp

dx

















       (10) 

түріндегі сызықтық біртексіз теңдеу аламыз. Тұрақты санды вариациялау әдісімен 

теңдеудің жалпы шешімін оңай жазамыз: 
)C,p(x   

Соңғы қатынасқа бастапқы теңдеудің параметрлік түрін қосып жазсақ, жалпы шешімнің 

параметрлік түрін аламыз: 









)p()p(xy

)C,p(x




      (11) 

Егер 0)p(p   болса, онда осы теңдеудің нақты шешімдерін: )n,1i(pp
___

i  , бастапқы 

теңдеуге қойып,  

)n,1i(),p(xpy
___

ii        (12) 

түріндегі шешімдер аламыз. Бұл шешімдер ерекше шешім болуы мүмкін. Енді осы 

Лагранж теңдеуінің дербес түрін қарастырайық: 

)y(yxy        (13) 

Бұл теңдеуді Клеро теңдеуі деп атайды.  

Жоғары айтылған әдіс бойынша py   белгілеуін енгізейік: 

)p(xpy        (14) 

Осыдан толық дифференциал тауып, pdxdy   қатынасын пайдалансақ, онда 

dp)p(xdppdxpdx   

теңдігін аламыз. Ал бұдан  

  0dp)p(x       (15) 

Соңғы теңдеу екі теңдеуге бөлінеді:  

0dp   және 0)p(x       (16) 

Осыдан, егер 0dp   болса, онда Cp  . Мұны бастапқы теңдеуге апарып қойсақ,  

)C(Cxy        (17) 

түріндегі жалпы шешім аламыз. 

Егер (16) теңдеудің екіншісі орын алса, онда  









)p(p)p(y

)p(x




      (18) 

түріндегі Клеро теңдеуінің параметрлік ерекше шешімін аламыз. 

 

5.3. Енді тұйық түрде интегралданатын теңдеулерді келтірейік. 

1
0
.                             0)y(F                         (19) 

Бұл теңдеудің by  түрінде нақты шешімі болуы мүмкін: 0)b(F  . Сонда by   

қатынасын интегралдап, Cbxy  өрнегін табамыз. Осыдан: 
x

Cy
b


 . Бұл қатынасты (19) 

теңдеуге апарып қойсақ,  



0
x

Cy
F 







 
       (20) 

түріндегі жалпы интеграл аламыз. 

Мысал-1. 0123  yyy  теңдеуінің жалпы интегралы мына түрде жазылады:  

01
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Cy
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Cy

x

Cy
23











 








 
 

2
0
.                              0)y,x(F                                    (21) 

Бұл теңдеуді y  бойынша шешуге мүмкіншілік болмаса, онда жаңа параметрді екі 

қатынаспен енгізу ыңғайлы: )t(y),t(x   . Ал dxydy   болғандықтан, мынандай 

теңдеу жазамыз: 

dt)t()t(dy    

Бұдан 

  Cdt)t()t(y    

Осы өрнектің қасына x -тың параметрлік түрін қосып жазсақ: 

 



Cdt)t()t(y

),t(x




      (22) 

түріндегі параметрлік шешімді аламыз.  

Мысал-2. yy1x 2   теңдеуінің шешімін табу үшін 









2
t

2
,tgty


 түрінде жаңа 

параметр енгіземіз. Сонда: tsinx   болатынын берілген теңдеуден көреміз. 

tdtsindytdtcostgtdydx'ydy   

Осыдан,     CtcosCtdtsiny  

Сонда     








Ctcosy

tsinx
 

функциялары берілген теңдеудің параметрлік түрдегі жалпы шешімін береді. 

3
0
.                                                  0)y,y(F                        (23) 

Бұл теңдеуге де параметрді екі қатынаспен енгізу ыңғайлы: ).t(y),t(y    Бұдан:  

)t(

dt)t(
dx

y

dy
dxdxydy







  

Соңғы қатынасты интегралдасақ, онда  
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өрнегін аламыз. Бұған у-тың параметрлік түрін қосып жазсақ, 
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      (24) 

түріндегі параметрлік шешім аламыз. 

Мысал-3. 2y1y  теңдеуінің жалпы шешімін табу үшін: chty  , shty   

алмастыруларын пайдаланамыз. Сонда: 

dtdxshtdxshtdtdxydy   

Сондықтан, 









chty

Сtx
 

теңдіктері берілген теңдеудің параметрлік түрдегі жалпы шешімі болады.  

4
0
. Жалпы жағдайда қарастырайық: 



0)y,y,x(F         (25) 

Егер бұл теңдеу екі параметрмен өрнектеледі деп есептесек, онда теңдеуді туынды 

бойынша шешілген түрге келтіруге болады. 

Айталық, 

)v,u(y),v,u(y),v,u(x        (26) 

функциялары екі u және v параметрлерімен анықталған болсын. Бұл функциялардың 

күрделі функция түрінде толық дифференциалдарын тауып, dxydy   теңдігіне қоятын 

болсақ,  онда 








 















dv

dv
du

u
)v,u(dv

v
du
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қатынасын аламыз. Бұдан сәйкес мүшелерін жинастырып,  

)v,u(f
du

dv
        (27) 

түріндегі теңдеуге келеміз. )c,u(wv  - (27) теңдеудің жалпы шешімі болса, онда (25) 

теңдеудің параметрлік жалпы шешімі былай жазылады: 

   )c,u(w,uy,)c,u(w,ux       (28) 

Кері алмастыру арқылы берілген теңдеудің жалпы интегралын табуға болады. 

 

 

4-ЛЕКЦИЯ. Шешімнің бар болуы және жалғыздығы 

 

Лекция мақсаты: Коши есебінің қойылуы, шешімнің бар болуының шарттарымен 

таныстыру. 

Негізгі сөздер:  Бастапқы есеп, Липшиц шарты, Пикар әдісі, Гронуолл леммасы. 

 

Қысқаша мазмұны 
 

Шешімнің бар болуы және жалғыздығы 
6.1. Бұл  параграфта туындысы бойынша шешілген бірінші ретті дифференциалдық теңдеудің 

Коши есебін қанағаттандыратын шешімнің бар болуы және оның жалғыздығы қарастырылады.  

Сонымен, бірінші ретті теңдеудің қалыпты түрін алайық  

)y.x(f
dx

dy
 ,    (1) 

мұндағы, )y.x(f  функциясы жазықтықтағы кейбір 2RD  тұйық облысында анықталсын. Осы 

теңдеу үшін бастапқы  

00 у)х(у      (2) 

шартын қанағаттандыратын шешімді табу есебі қойылсын. Бұл жерде )y,x( 00  нүктесі сол D  

облысының ішінде жатады деп есептелінеді, ал D  облысын, әдетте, төртбұрыш түрінде алады 

 bууаххухD  00 ,:),(    (3) 

мұндағы, a және b - белгілі оң сандар. 

Теорема-1. Егер )y.x(f  функциясы  D  облысында төмендегідей екі шартты қанағаттандырса:  

1) екі аргументі бойынша үздіксіз, сондықтан ол шектелген:  

0M,M)y,x(fsup
D

  

2) y  аргументі бойынша Липшиц шартын қанағаттандырады, яғни кез келген екі нүкте үшін 

2121 yyL)y,x(f)у,x(f     (4) 

теңсіздігі  орындалады, 0L  , онда бастапқы (2) шартты қанағаттандыратын, 

),
M

b
,a(тiпh,hхх 0   аралығында анықталған үздіксіз дифференциалданатын жалғыз ғана 

)x(y   шешім бар болады. 


